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1. Aufgabe

Sei Z(n) die Multimenge aller Ziffern einer Zahl n zur Basis 10, z. B. ist Z(10225) = {1, 0, 2,2,5}.
Ferner sei M ={2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9und Q(n) = Y_ Z(n) die Quersumme von
n.

Beweis durch Widerspruch

Angenommen es existieren natiirliche Zahlen A und B, die eine Losung der Aufgabenstellung
sind. Per Aufgabenstellung muss Z(A) W Z(B) = M und A : B = 2 & A = 2B gelten. Nach
dem Quersummensatz gilt A\, a = Q(a) mod 3. Offensichtlich ist auch A\, , Q(a) + Q(b) =
> Z(a) W Z(b). Daraus folgt:

Q(a)+Q(b) = ) Z(a)wZ(b)
QA)+Q(B) = > M
70

Q(A)+Q(B) =
A+B = 1mod3
2B+B = 1mod3
0 = Tmod3

Dies ist ein Widerspruch. Daher konnen keine derartigen A und B existieren. q. e. d.

2. Aufgabe

Beweis durch Widerspruch

Angenommen es existieren positive ganze Zahlen a, b, c und d sodass a? +4b = c? und b? +
4a = d%. Wegen Anen n? =n mod 2ist a’+4b = c¢? mod 2 & a = ¢ mod 2. Also existiert
ein k sodass ¢ = a + 2k:

a?+4b = (a+2k)?
a’?+4b = o’ +4ak+2K?
4b = 4ak+4k?
b = ak+k?
b = a+ak—1)+k?

a,b und k sind alle positive ganze Zahlen. Daher ist a(k — 1) + k? > 0, sodass b > a gilt.
Analog lasst sich iiber die Gleichung b? + 4a = d? zeigen, dass a > b gilt. Weil die Menge
der ganzen Zahlen total geordnet sind, ist dies ein Widerspruch. Es kann also keine positiven
ganzen Zahlen a und b geben, die die Aufgabenstellung erfillen. g. e. d.
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4. Aufgabe

Seien die Ecken des 27-Ecks der Reihe nach mit Cq, C»,..., C27 bezeichnet. Der Eckabstand
D(Cn, Cyn) sei die um 1 verminderte Anzahl der Ecken, die sich einschlief}lich C,, und C,,, auf
der kiirzeren Seite zwischen den beiden Ecken befinden.

Lemma A

Drei paarweise verschiedene Ecken C,Cyp und C,, die in dieser Reihenfolge auf dem 27-Eck
liegen, formen ein gleichschenkliges Dreieck mit Scheitel Cy,, wenn D(Cq, Cp) = D(Cyp, C¢).

Beweis Ein regelmafliges 27-Eck ist 27-fach drehsymmetrisch um seinen Mittelpunkt. Aus
diesem Grund ist |CqCy| = |CpCc|. Ein Dreieck mit zwei gleichenlangen Seiten ist gleich-
schenklig. g.e. d.

Lemma B

Vier paarweise verschiedene Ecken Cq4,Cp,C. und Cq4, die in dieser Reihenfolge auf dem
27-Eck liegen, formen ein gleichschenkliges Trapez mit CqCq || CpCc, wenn D(Cq, Cp) =
D (CC) Cd)

Beweis Ahnlich wie beim Lemma A ist aus Symmetriegriinden |CqCyp| = |C.Cgql. Es muss
aulerdem D(Cq, C.) = D(Cyp, Cq) gelten:

D(CG)CC) = D(Cb,Cd)
D(Ca>cb)+D(Cb>Cc) = D(Cb>cc)+D(Cc>Cd)
D(Ca»cb) = D(CC)Cd)

Daher ist auch [CqC.| = |CpCql. Ein Viereck, dessen zwei gegeniiberliegende Seiten gleich
lang sind, ist ein gleichschenkliges Trapez, wenn auch die Diagonalen gleich lang sind. g. e. d.

Beweis durch Widerspruch

Angenommen es wiirden Indizes i; < i, < --- < i existieren, sodass die zugehorigen Eck-
punkte Cj,, Cy,, ..., Ci, weder ein gleichschenkliges Dreieck noch Trapez formen, dann miiss-
ten alle Eckabstinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ecken (und D(C7, Cy)) ungleich
sein: Sind zwei direkt aufeinanderfolgende Eckabstdande gleich, so bildet sich nach Lemma A
ein gleichschenkliges Dreieck zwischen den beteiligten Ecken, sind hingegen zwei nicht direkt
aufeinander folgende Eckabstande gleich, so bildet sich nach Lemma B analog ein gleichschenk-
liges Trapez.

Die Summe aller Eckabstande muss der Anzahl der Ecken, 27, gleichen. Die kleinste mégliche
Summe von sieben paarweise verschiedenen Eckabstinde ist aber 28; die Summe der natiirli-
chen Zahlen von 1 bis 7. Mindestens zwei Eckabstédnde miissen also gleich sein, es lasst sich
also bei jeder Auswahl von 7 Ecken ein gleichschenkliges Dreieck oder Trapez finden. g. e. d.



